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Abstract

Etudier les surfaces de Riemann et les groupes agissant sur ces
dernieres, est tout de méme quelque chose d’assez satisfaisant.
Premierement parce que nous travaillons en petites dimensions, ce
qui favorise grandement la visualisation et 'intuition derriere certains
résultats.

Deuxiemement, la rigidité de la structure analytique complexe ap-
porte son lot de propriétés assez riches (orientabilité, prolongement
des fonctions holomorphes, théoréeme de l'application ouverte etc...),
tout cela couplé & des hypotheses telles que la connexité et parfois la
compacité, donne le sentiment d’étre dans un monde quasi-parfait ou
il fait bon vivre.

Et enfin, troisiemement, parce que nous sommes a la frontiere de
plusieurs mondes merveilleux tels que la topologie, la géométrie
(différentielle et algébrique), 1'analyse complexe ainsi que l’algebre
évidemment.

Je remercie donc Andreas Horing de m’avoir fait découvrir ce (tres)
joli sujet, et de m’avoir également encadré durant ces 8 semaines pour
la réalisation de ce mémoire.

Dans la premiere partie (Introduction), nous rappelerons quelques
résultats essentiels sur les surfaces de Riemann, le tout de maniere
assez formelle. Le but n’est clairement pas d’énumérer une grande
partie de cette théorie mais uniquement de revoir certains théoremes
qui nous seront utiles pour la suite.



La deuxieme partie, qui concerne le coeur du sujet, sera consacrée
aux actions de groupes sur les surfaces de Riemann. Au programme
nous aurons :

-La construction de surfaces de Riemann quotient.

-Le théoreme d’Hurwitz, qui fournit une borne (égale a 84(g — 1)) sur
le cardinal du groupe d’automorphismes d’une surface compacte de
genre g > 2.

-Un théoreme d’uniformisation sur les surfaces.

-L’action des groupes fuchsiens sur le demi-plan de Poincaré.

La troisieme partie, plus calculatoire, viendra compléter la partie

précédente en fournissant quelques exemples d’actions de groupes sur
des surfaces de genre "petit” (0 a 3).
Le cas g = 3 sera particulierement intéressant et permettra de voir
que la borne 84(¢g — 1) est optimale, en prenant comme surface de
Riemann la quartique de Klein qui a son groupe d’automorphismes de
cardinal 168.
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1 Introduction

1.1 Généralités sur les surfaces de Riemann

Definition 1.1.1 (Surfaces de Riemann). Une surface de Riemann est une
variété complexe connexe de dimension 1.

Remarque 1.1.2. Une surface de Riemann est donc simplement une variété
réelle lisse conneze de dimension (réelle) égale a 2 avec des changements de
cartes holomorphes. Elle est en particulier orientable.

Definition 1.1.3 (Applications holomorphes). Une application F : X — Y
entre surfaces de Riemann est holomorphe s’il existe deux changements de
cartes o :VCY — W CCetyp:UCX — O CC tels que l'application

poFoyp':0cC—WcC

soit holomorphe (au sens usuel de 'analyse complexe).

Proposition 1.1.4. Soient F,G : X — Y deux applications holomorphes
entre surfaces de Riemann.Si F' = G sur un sous-ensemble S C X possédant
un point d’accumulation, alors F = G.

Démonstration. Notons A.. C {F = G} 'ensemble des points d’accumulation.
On vérifie aisément via la caractérisation séquentielle que A.. est fermé.
De plus, pour tout z € A, il existe une suite de points distincts (z,) de
{F = G} convergente vers x. En prenant deux cartes connexes ¢ : U C
X —pU)cCetVU:VCY — ¥YV)CCenzet p(x) (respective-
ment), les applications holomorphes W o F o' et W oG o e ! coincident
sur {p(z,),n € N} U {p(z)} ayant ¢(z) comme point d’accumulation, elles
coincident donc sur tout ¢(U). Ainsi U C A, donc A est également ouvert.
Par connexité de X et comme par hypothese A.. est non-vide, A.. = X.

O

Proposition 1.1.5 (Forme locale normale). Soient F': X — Y une appli-
cation holomorphe non-constante entre surfaces de Riemann et p € X. Alors
il existe un entier m > 1 tel que pour toute carte ¢o : Uy CY — Vo C C
telle que ¢o(F(p)) = 0, il existe une carte ¢ : Uy C X — V4 C C tel que
d1(p) =0 et o0 F o (2) = 2™, pour tout z € V;.



Démonstration. Fixons une carte ¢ : Uy — Vi tel ¢o(F(p)) = 0 et choi-
sissons une carte quelconque 1 : U — V tel que ¥(p) = 0. L’application
T = ¢o0 Forpt est de la forme T(w) = > ., a,w™. Soit m = min{n €
N*,a, # 0}. Nous avons T(w) = w™g(w) avec g holomorphe au voisinage
de 0 et g(0) # 0. Il existe alors une fonction L holomorphe au voisinage de
0 tel que g(z) = e*®). En posant h(z) = e*&)/™ et f(w) = wh(w), on a
T(w) = f(w)™. Comme f'(0) # 0, f est un biholomorphisme local en 0 donc
I’application ¢, = fo : U € X — Vi C C est une carte de X tel que
¢1(p) = 0 avec U; un voisinage de 0 assez petit pour que

fowUh) — f((UL))

soit biholomorphe. Ainsi, pour tout z = f(w) = wh(w) € Vi, on a
$20F 0071 (2) = dpoFoyr o f1(2) = Tof1(2) = T(w) = (wh(w))™ = 2.

On peut alors remarquer qu’au voisinage de F(p), chaque point admet m
antécédents de F' au voisinage de p (comptés avec multiplicité, distincts si
le point choisi est différend de F(p)). L’entier m est alors unique et est
indépendant des cartes. [

Definition 1.1.6. L’entier m précédemment introduit est appelé la multiplicité
de F' au point p que l'on notera mult,(F'). On dira de plus que p € X est un
point de ramification de F si mult,(F) > 2, et que y € Y est un point de
branchement de F' siy est image par F' d’un point de ramification.

Remarque 1.1.7. On rappelle qu’une application p : E — B entre espaces
topologiques est appelé un revétement si p est surjective (premiere condition)
et si pour chaque point b € B il est possible d’extraire un voisinage Vj de
b tel qu’il existe une famille d’ouverts (O;)ie; de E homéomorphes a Vi, via
p telle que p~'(Vy) = |;c; O: (deuziéme condition). La notion de point de
ramification est généralement utilisée pour décrire une application qui serait
"presque” un revétement, c’est a dire que [’application en question serait
toujours surjective mais qu’en revanche la deuxiéme condition soit vérifiée
sur tout l'ensemble d’arrivée sauf en un certain nombre de points (les points
de branchements). Nous verrons par la suite qu’une application holomorphe
entre surfaces de Riemann compactes est un revétement ramifié (notion
que lon définira plus loin).



Définition-Proposition 1.1.8. Soit F': X — Y une application holomor-
phe non-constante entre surfaces de Riemann compactes. Pour chaque point
y €Y, on définit Uentier dy(F) = 3, p-1(,y) multz(F) qui ne dépend au-
cunement de y et on appelera cet entier le degré de F' qu’on notera deg(F).

Démonstration. On va montrer que Iapplication y € Y +— d,(F) € N est
continue, ce qui permettra de conclure par connexité de Y. Soit y € Y
fixé. Tout d’abord, comme F' est non-constante et que X est compacte, alors
toutes les fibres de F' sont de cardinal fini (et non-nul car F' est surjective), ce
qui montre que Uentier d,(F) est bien défini. Notons F~'({y}) = {1, ..., x,}.
Soit ¢ : U CY — V C C une carte en y telle que ¥(y) = 0. Par la proposi-
tion (Forme normale locale), il existe des cartes p; : O; C X — V; C C
en z; et des entiers my, ..., m, telles que @;(z;) = 0 et Y o F op;'(z) = 2™
avec (O;)1<i<n deux a deux disjoints.

La situation idéale serait de trouver un voisinage V,, C Y de y tel que pour
tout v € V,,, F71({v}) C |;<;<, Oi car quitte & restreindre V;, on peut sup-
poser que chaque élément de celui-ci admet exactement m; antécédents de
F dans O; (comptés avec multiplicité). On aura alors pour tout v € V,
0,(F) = Y0y ms = Y0 multy, (F) = d, (F).

Supposons alors par 'absurde qu’il existe une suite (y), € Y™ convergente
vers y telle que pour tout k € N, il existe zj, € (X \ (UL, 0:)) N F1({yx}).
Par compacité de X, on extrait une sous-suite (T, (x))r convergente vers un
certain x € X. Par continuité de F' nous avons immédiatement F'(z) = y
donc il existerait ¢ € [1,n] tel que x = z; et donc pour k assez grand, zy
appartiendrait & O; (contradiction). L’existence de Vj, est donc assurée. [

Definition 1.1.9 (Triangulation). Une triangulation d’une surface X est
la donnée d’un triplet d’ensemble (S, A, F') tel que :

e S C X est un ensemble discret de points appelés “sommets”.

o A est un ensemble d’arcs de X (appelés "arétes”) dont les extrémités
sont dans S.

o I est un ensemble d’ouverts appelés “faces” connectés a exactement 3
arétes (plus précisément dont la frontiére est la réunion de 3 arétes) et

tel que X\ (Upea @) = Ugep /-

En résumé, trianguler une surface revient a faire de cette derniére un puzzle
dont les pieces sont homéomorphes a des triangles. On dira alors qu’une telle
surface est triangulable.



Théoreme 1.1.10. Toute surface compacte est triangulable.

La démonstration de ce théoreme, un peu longue, pourra étre consultée dans
[Thom].

Remarque 1.1.11. Par définition d’une surface triangulable, on en déduit
immédiatement que toute surface compacte peut étre munie d’une structure

de CW-compleze fini.

Definition 1.1.12 (Caractéristique d'Euler). La caractéristique d’Euler d’une
surface compacte X est Uentier x(X) = |S| — |A| + |F|, ou (S, A, F') est une
triangulation de X. Cet entier ne dépend aucunement de la triangulation
faite sur X ce qui montre que x est bien définie. Plus généralement, pour
X un CW-complexe fini, on définit la caractéristique d’euler par x(X) =
S nen(—Drrang(HSY (X Z)), ou HEW(X;Z) représente le n-iéme groupe
d’homologie cellulaire de X .

Definition 1.1.13 (genre d’une surface). Le genre g d’une surface compacte
orientable X est le nombre mazximal de courbes simples fermées disjointes
Ch, ..., C, tel que X \ (Ui, C;) soit toujours connexe. Ce nombre peut étre
calculé a Uaide du premier groupe d’homologie : g = %rang(HICW(X; 7)).

Théoreme 1.1.14. Toute surface de Riemann compacte X est difféomorphe
a une sphére ou a un tore a g "trous” (somme connexe de g tores).

La démonstration de ce résultat est assez longue et s’éloigne du sujet ici con-
sidéré, elle se base notamment sur la théorie de Morse. On pourra consulter
si besoin [Rydh] pour une preuve compléte.

Remarque 1.1.15. . Pour rappel, HSW (X;Z) = HSW (X;Z) = Z, H'Y (X, Z) =
72 et HCW(X;7) = 0 pour n > 3 (voir la section [4.4). Ainsi, le genre g
d’une surface de Riemann désigne bien le nombre de “trous”.

Corollaire 1.1.16. Soit X une surface de Riemann compacte de genre g.
Alors x(X) =2—2g

Démonstration. On utilise la remarque [1.1.15 afin d’obtenir

X(X) = (=1)"rang(HSW (X;Z)) = 1-29+1=2—-2g

neN



Remarque 1.1.17. Deux surfaces de Riemann compactes ayant le méme
genre sont difféomorphes mais en revanche elles ne sont pas forcément ana-
lytiquement isomorphes (biholomorphes), comme nous allons le voir avec les
surfaces de genre 1. Cependant, dans le cas g = 0, nous avons le résultat
sutvant :

Théoréme 1.1.18 (Premier théoreme d’uniformisation). Toute surface de
Riemann simplement connexe est isomorphe a C, Co, ou au disque unité
ouvert.

Remarque 1.1.19. La longueur et la difficulté de la preuve de ce théoréme
sont inversement proportionnelles a la taille de ’énoncé. Ce probléeme a
mis a mal plusieurs grands mathématiciens de “l’ancien temps” et n’a été
résolu que cent ans aprés avoir été énoncé. On pourra lire [Unif] qui retrace
I’histoire de ce résultat.

Théoréme 1.1.20 (Formule d’'Hurwitz). Soient X,Y deux surfaces de Rie-
mann compactes et F': X — Y une application holomorphe non-constante.

Alors
29(X) — 2 = deg(F)(29(Y) — 2) + > _ (mult, (F) — 1)

zeX

ot g(.) désigne le genre d’une surface de Riemann compacte.

Démonstration. Soit Ty = (Sy, Ay, Fy) une triangulation de Y. Quitte a la
transformer en une triangulation plus "fine”, on peut supposer que tous les
points de branchements de F soient contenus dans Sy. Par compacité de Y,
on peut également supposer qu’il existe une famille finie d’ouverts (V;)i<i<m
de Y telle que chaque triangle soit contenu dans un ouvert V; C Y vérifiant
I'une des deux propriétés :

1) Vi est trivialisant : F~1(V;) = | ;. ,, O; avec O; = Vj via F.

2) 1l existe une coordonnée locale z centrée en p € F~1(V;) telle que
F(z) = 2™ au voisinage de p, a l'aide de la proposition [1.1.5]) (forme
locale normale).

De cette maniere,on obtient alors en tirant en arriere via F' une triangula-
tion Ty = (Sx, Ax, Fx) sur X telle que tous les points de ramifications sont
contenus dans Sx et telle que 'image réciproque d’un triangle de Y par F
est un triangle de X.



Dans le cas ou les sommets du triangle ne sont pas des points de branche-
ments, nous sommes dans la situation décrite dans le schéma ci-dessous (pro-
priété numéro 1) :

/

Exemple dans le cas mult,(F) = 1, pour tout € F~'({y}).

Dans le cas ou un des sommets du triangle est un point de branchement,
nous sommes en revanche dans la situation décrite dans le schéma ci-dessous
(propriété numéro 2) :

*

Exemple dans le cas mult,(F) = 3.

Par construction de Tx, on a |Ax| = deg(F)|Ay| et |Fx| = deg(F)|Fy|.
En revanche, I'égalité n’est pas vérifiée pour les sommets (elle le serait si
lapplication n’était pas ramifiée autrement dit si F' était un revétement).
Comme nous pouvons le voir dans le deuxieme schéma, nous devons donc
ajouter un terme d’erreur —(mult,(F) — 1) a chaque point de ramification



x € X, nous pouvons méme ajouter ce terme dans le cas ol x n’est pas un
point de ramification car de toute fagon le terme d’erreur sera nul. Ainsi,
nous obtenons :

29(X) — 2 = —|Sx| + |Ax| = [Fx| = —(deg(F)|Sy| — Y mult,(F) — 1)
t+deg(F)|Ay| — deg(F)|Fy| = deg(F)(2g(Y) —2) + Y (mult,(F) - 1).
O

Corollaire 1.1.21. Soit F : X — Y wune application holomorphe non
constante entre sufaces de Riemann compactes. Notons g(.) le genre d’une
surface.

1) SiY =P et deg(F) > 2, alors F est ramifiée.

2) Sig(X)=g(Y)=1, alors F n’est pas ramifice.

3) g(X) > g(Y).

4) St g(X)=g(Y) > 2, alors F est un isomorphisme.

Démonstration. On va utiliser la formule d’'Hurwitz pour traiter chaque cas.

1) Puisque Y = P! alors g(Y) = 0 . Si F n’était pas ramifiée alors pour
tout x € X, mult,(F) —1 = 0 donc on aurait 2¢g(X) —2 = —2deg(F') <
—4 et donc g(X) < —1 (absurde).

2) Sig(X)=g(Y)=1,alors ) .y mult,(F)—1=0,ce qui implique que
pour tout z € X, mult,(F) = 1. F n’est donc pas ramifiée.

3) Par la formule d’Hurwitz on a immédiatement :
29(X) —2>deg(F)(29(Y) —2) >2g(Y) — 2 donc g(X) > g(Y).

4) Rappelons déja pourquoi F est surjective indépendamment de I'hypothese
sur les genre : puisque F' est non constante alors elle est ouverte, par
compacité de X et de Y, F(X) est compact donc fermé dans Y. Par
connexité de Y, F(X) =Y.

Maintenant par hypothese sur le degré de X et de Y nous avons

2(9(X) = 1)(1 — deg(F)) = Y mult,(F) —

zeX
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Le terme de gauche est négatif alors que le terme de droite est positif
donc nécessairement F' n’est pas ramifiée et deg(F') = 1. Par définition
du degré, F' est donc injective, on conclut alors que F' est un biholo-
morphisme.

]

Remarque 1.1.22. En particulier donc si F est ramifiée et si g(X) = 1,
alors Y est simplement connexe et donc isomorphe a PL.

1.2 Revétements ramifiés

Definition 1.2.1. Soit F' : X — Y wune application continue entre deux
variétés topologiques orientées de dimension 2. On dit que F' est un revétement
ramifié si pour tout y € Y, il existe:

e Un voisinage U de y et un homéomorphisme ¥V : U — V C C.
e Une application k : F~*({y}) — N*.

e Un diffeomorphisme ¢ : F~Y(U) — V x F~'({y}) tel que pour tout
z e F'({y}),

WoFop(z)=2" pourtout z € V.

Comme annoncé plus tot, on peut voir F' comme une application qui serait
"presque” un revétement. Les points posant problemes sont les points de
branchements, c’est & dire les points y € Y tels qu’il existe z € F~1({y}), avec
k(x) > 2. On peut voir que F' est naturellement surjective et que les points
de branchements sont discrets dans Y. Montrons désormais la proposition
suivante qui est plus en lien avec le sujet.

Proposition 1.2.2. Toute application F : X — Y holomorphe, non-
constante, et propre entre deux surfaces de Riemann est un revétement ram-
ifie. En particulier donc pour X,Y compactes, toute application holomorphe
non-constante allant de X vers'Y est un revétement ramifié.

Démonstration. Le fait que F' soit propre et non constante permet dans un
premier temps de montrer que les fibres de F' sont non-vides et de cardinal
fini. Cela permet également de traiter la preuve de maniere completement
analogue que celle figurant dans la proposition en utilisant les mémes
arguments de compacité par propreté de F. O

11



Remarque 1.2.3. On peut montrer de plus que si X est compacte (Y aussi
donc) et que F' est non ramifiée (n’admet aucun point de branchement), alors
F est un revétement (un vrai). L’argument vient du fait que par définition du
degré de F', toutes les fibres ont exactement le méme cardinal. En particulier
donc si deg(F) = 1, F est alors un isomorphisme.

1.3 Surface de Riemann compacte épointée

Definition 1.3.1. Une surface de Riemann compacte épointée est une
surface de Riemann X telle qu’il existe un ouvert O C X tel que :

1) Il existe un biholomorphisme entre O et la réunion disjointe d’un nom-
bre fini de disques épointés {0 < z < 1}.

2) X\ O est compact.

Nous pouvons_associer a toute surface de Riemann épointée X une surface
de Riemann X construite de la maniere suivante :

En notant (D} = D; \ {zi})ier la famille finie de disques épointés telle que
O = | ,c; Dy via un biholomorphisme f, nous prenons alors X=X Uf Y =
(XY)/ ~ avecY = | |,.; D; et ~ la relation engendrée par a ~ f(a). Nous

POUVONS VOIT par construction que X est compacte et que X\\X est fini.

Exemple 1.3.2. La sphére de Riemann Cy, \ S privée d’un ensemble fini
S est une surface de Riemann compacte épointée. Notons qu’une surface de
Riemann compacte épointée privée d’un nombre fini de points est encore une
surface de Riemann compacte épointée.

Lemme 1.3.3. Soit f : X — Y un revétement fini (non ramifié) d’une
surface de Riemann compacte épointée Y. Alors X est naturellement munie
d’une structure de surface de Riemann compacte épointée qui rend f holo-
morphe. De plus [ s’étend de maniére unique en f : X — Y holomorphe.

Démonstration. Notons d le degré du revétement.

Prenons O = | ] 5y (Dy \ {y}) C Y un ouvert biholomorphe & une réunion
finie disjointe de disques épointés tel que Y \ O est compact.

Pour tout y € Y \Y, fif1p,\fyp) est un revétement fini de D, \ {y}.
Notons (C;)icr, les composantes connexes de f~1(D, \ {y}). Comme

fie, © C; — Dy \ {y} est un revétement connexe fini de degré d, alors il

12



correspond a un sous-groupe d’indice d de m (D, \ {y}) = Z ( notons que
D, \ {y} est homotopiquement équivalent a S'). Ce revétement est donc
équivalent au revetement

ze{0<z<1}—=24c{0<z<1}

et donc Cj est biholomorphe a D, \{y} (voir la fin de la section [4.1]en annexe).
L’ouvert V = f~(O) est donc biholomorphe & une réunion finie disjointe de
disques épointés. De plus, puisque f est un revetement fini, alors c’est en
particulier une application propre ce qui assure la compacité de X \ V et
donc la structure de surface de Riemann compacte épointée de X.

Notons maintenant x; € X \ X le point ajouté a C; tel que C; = C; U {z;}
soit isomorphe a D,. En posant f(xz) = g, nous prolongeons f de maniere
unique en une application ]?: X -——Y holomorphe, ce qui conclut la preuve
du lemme.

[]

Remarque 1.3.4. Ce lemme va nous étre particuliérement utile pour com-
pactifier certaines courbes algébriques et ainsi pourvoir calculer leur genre a
l'aide de la formule de Riemann-Hurwitz.

Exemple 1.3.5. .

1) Soient S C Cy un ensemble fini et m: X — C,\'S un revétement fini
non ramifié. Alors X est une surface de Riemann compacte épointée.

2) (motwation pour la suite) Soit C = {(z,y) € C*y* = x(z — 1)}.
Définissons 7 : (x,y) € C'+— x € C. L’application 7 est un revétement
fini (de degré 2) et induit donc une application

ﬁ:@—)@oo

holomorphe. Les points 0 et 1 sont les seuls points de branchements
de T (nous verrons juste aprés pourquoi oo n’en est pas un). Comme
9(Cy) =0, alors par la formule d’Hurwitz nous avons g(C') = 0.

1.4 Courbes algébriques et compactification

Soit P € C[X,Y] un polynéome irréductible de degré > 1. Définissons

Cr={(e) € € Play) =0 et (G 00) G e)) # 0,0

13



Par le theoreme des fonctions implicites, C'p est une sous-variété complexe de
dimension 1 dans C?. De plus, un théoréeme (non élémentaire et non trivial)
affirme que Cp est connexe, grace a l'irréductibilité de P.

Pour avoir une démonstration de ce résultat, on pourra consulter [Fisc|.

Exemple 1.4.1. .
1) Si P(z,y) = y* — z(z — 1), alors
Cyp = {(z,y) € C2y” = w(x — 1)},
2) Si P(x,y) = y* — 2*(x — 1) alors
Cp = {(z,y) € C*\ {0,0},y* = 2*(z — 1)}

3) Le lieu des zéros de y* — x*(x — 1) n’est pas une surface de Riemann,
nous avons un point double en (0,0) qu’il faut retirer si l’'on veut obtenir
une surface de Riemann comme sur l’exemple précédent. En revanche,
le lieu des zéros peut étre paramétré par [’application

teCrs (Bt —1),1%) € {3 = 2%(x — 1)}.

Supposons que P ¢ C[z], c’est a dire que Cp n’est pas une droite parallele a
I'axe des y. Notons n le degré de y dans P(z,y) et ’ensemble fini

So =4z € C, P(z,-) est de degré < m ou a une racine multiple}.
En posant alors
Xp={(z,y) € Cp,x ¢ S}, S =5yU{o0},

L’application 7p : (z,y) € Xp — = € C \ S est un revétement non ramifié
de degré n. D’apres le lemme|1.3.3], X p est une surface de Riemann compacte
épointée, et donc de méme pour C'p. On introduit alors la définition suivante:

Definition 1.4.2. La surface de Riemann compacte )/(; = 6’; est canon-
tquement associée a la courbe algébrique définie par P.
Nous appelerons Cp la compactification de Cp.
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1.4.3 Courbes hyperelliptiques

Soit h un polynéme de degré 2g + 1+ € (avec g > 0 et € = 0 ou 1) et
supposons que h est & racines simples. Le polynome P(z,y) = y? — h(z) est
donc irréductible, ce qui donne

Cp = {(z,y) € C*,y* = h(x)}
et
So = {x € C, h(z) = 0}.

Chaque point € {h = 0} C C,, admet un unique antécédant dans Cp (le
point (x,0)) pour 'application 7p, c’est donc un point de branchement avec
un indice de ramification égal & 2 (comme 7p est de degré 2).

Etudions maintenant le cas z = co. Dans Algebraic Curves and Riemann Surfaces
de Rick Miranda [Mira|, la surface C'p peut étre obtenue d’une autre maniere,
qui permet de mieux comprendre le comportement a l'infini : Définissons

o U={(z,y) € Cp,x # 0}.
e Y C C? la courbe lisse définie par 1'équation
w? = 2*91?h(1/2)
(notons que z2972Rh(1/z) est un polynéme).
o V={(z,w) €Y,z #0}.
En posant I'isomorphisme
¢ (z,y) €U (z,w) = (1/z,y/2"") €V,

Nous obtenons alors la méme variété compacte en collant X et Y le long
de U et V via ¢ (la variété Z = (X ||Y)/ @y)~o(ay)) A Taide de ce point
de vue, le point co est un point de branchement de 7p si 0 est un point de
branchement de I'application

(z,w) € {w* = 2%"h(1/2)} — 2 € C.
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En notant (a;);es les racines de h, cela revient en fait a étudier 1’équation

w? = e H(l —a;2).

iel

Ainsi, oo est un point de branchement de 7p <= € = 0 (autrement dit si
le degré de h impair). L’application 75 admet donc quoi qu'’il arrive 2g + 2
points de branchements avec 2 comme indice de ramification a chacun.

Par la formule d’Hurwitz, nous avons 29(6;) — 2 =deg(7p)(29(C) — 2) +
gy (multy(7p) — 1) =2+ (0 — 2) + (29 + 2) = 29 — 2. Ainsi, g(Cp) = g.

Remarque 1.4.3. La variété Z = (X | |Y)/ (@ y)~o(zy) €St effectivement iso-

morphe a 6;, elle est en fait obtenue en ajoutant un point ooy (resp. deux
points 0oy, 002) a linfini sur Cp si le degré est impair (resp. pair).

D’apreés le lemme Uingection canonique Cp — Z \ {00;} se prolonge
en un isomorphisme Cp — Z.

Terminons cette section avec la définition de surfaces hyperelliptiques :

Definition 1.4.4 (surfaces hyperelliptiques). Une surface de Riemann com-
pacte X est appelée hyperelliptique s’il existe une application holomorphe
X — C de degré 2.

On peut montrer que toute surface hyperelliptique est isomorphe a la com-
pactification d’une courbe de la forme

y? = P(x)

avec P un polynome a racines simples. Une preuve est notamment donnée
dans [Tele].
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2 Actions de groupe sur les surfaces de Rie-
mann

Definition 2.0.1. Soit G un groupe agissant sur une surface de Riemann
X. On dit que G agit:

e holomorphiquement si pour tout g € G, lapplication x — g.x est holo-
morphe de X dans lui méme.

e de manieére effective (ou fidélement) si pour tout g € G, (x — g.x) = id
implique que g est trivial.

e proprement discontinuement si pour tout compact K C X, {g € G,gKnN
K # 0} est fini.

e librement si pour tout (g,z) € G X X, g.x = x si et seulement si g est
trivial.

Remarque 2.0.2. Autre définition équivalente pour dire qu’une action est

proprement discontinue : pour toute paire de compacts K, K' C X, {g €
G,gKNK' #0} est fini.

2.1 Cyclicité et finitude des sous-groupes stabilisateurs

Proposition 2.1.1. Soit G un groupe agissant holomorphiquement et fidelement
sur une surface de Riemann X. Fizonsp € X. Si le sous-groupe stabilisateur
G, est fini alors il est nécessairement cyclique.

Démonstration. Choisissons une carte ¢ : U — V' C C avec p € U telle que
¢(p) = 0. Notons pour g € G, I'application :

I:G, — Aut(V)
T(g):zeV— pogop (z) =3 an(g)z" € C.

Notons que la série entiere ci-dessus ne possede pas de terme constant puisque

(p) = 0.

Puisque T'(g) est holomorphe et injective sur V', alors nécessairement sa
dérivée I"(g) ne s’annule jamais donc a;(g) = I"(¢)(0) # 0. L’application T’
induit donc une application a; : G, — C*. Nous allons en fait montrer que
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a; est un morphisme de groupes injectif, ce qui achevera la preuve puisque
l'on aura G = a;(Gp) = U, pour un certain m € Z. Pour tous g, h € Gp,
I'(g) o I'(h) =T'(gh) avec

[(g)o'(h)(2) = Z an(g) (Z ak(h)zk> =a(g)a;(h)z mod 2*.

n>1 k>1

a; est donc bien un morphisme. Soit maintenant g € ker(a;). Nous voulons
montrer que g est nécessairement trivial. Pour cela, il suffit de montrer que
pour tout z € V, on aI'(g)(2) = z, par conséquent g.z = x, pour tout x € U,
qui entrainera 1’égalité sur X tout entier par connexité de X et donc comme
I’action de GG sur X est effective, g sera trivial.

Supposons par 'absurde qu’il existe z € V' tel que I'(g)(z) # 2. Soit m le
plus petit entier > 2 tel que a,,(g) # 0.

Nous avons alors I'(g)(2) = z + a,;,(g)z™ mod z™. Or, puisque G, est fini,
nous avons ¢g* = e, pour un certain k € N*, donc I'(¢¥) = 2 + kan(g)z™ = =z
mod 2™ ce qui implique que a,,(g) = 0 (contradiction). O

Proposition 2.1.2. Soit G un groupe agissant holomorphiquement, propre-
ment discontinuement et fidélement sur une surface de Riemann X. Alors
les points x de X dont le stabilisateur G, est non trivial sont discrets dans

X.

Démonstration. Soit U C X un ouvert relativement compact. Notons I’ensemble
(fini par hypothese sur U) Gy = {g € G,gUNU # 0}. Pour g € Gy \{e}, no-
tons également (x;)l = {z € U,g.x = x} les points fixes de g dans U, qui est
encore un ensemble fini (on notera n, son cardinal). En effet, s’il existait une
suite de points distincts (2,), & valeur dans (z,);, alors par hypothese sur U,
quitte & extraire une sous-suite, on peut supposer que (), converge vers un
point z € U. L’application holomorphe z — ¢.z coincidant avec I'identité
sur la partie {z,,n € N} U{z} ayant 2 comme point d’accumulation, on en
conclut par connexité de X, que ces deux applications coincident sur X tout
entier. G agissant fidelement sur X, g est forcément trivial (absurde).

Par séparation de X, nous avons l'existence d'une famille {U},g € Gy \
{e},1 < i < ny} d'ouverts deux & deux disjoints contenant respectivement
chaque m;. Par construction, x; est I'unique point de U, ;’ qui admet un sous-
groupe stabilisateur non-trivial. O]
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Corollaire 2.1.3. Soit G un groupe agissant holomorphiquement et pro-
prement discontinuement sur une surface de Riemann X. Alors tous les
sous-groupes stabilisteurs sont finis et donc cycliques.

Démonstration. Puisque ’action est proprement discontinue, en prenant K =
{z} pour x € X quelconque, on en déduit que G, est fini et par la proposition

2.1.1] ce sous-groupe est cyclique. O
2.11] group yclig

2.2 Structure de surface de Riemann quotient sur X/G

Proposition 2.2.1. Soit G un groupe agissant holomorphiquement, propre-
ment discontinuement et fidélement sur une surface de Riemann X. Fizons
p € X. Alors il existe un voisinage ouvert U de p tel que :

(a) U est invariant sous ’action de G,.
(b) U (gU) =0,V ¢ G,

(c) L’application canonique m : X — X/G induit un homéomorphisme
mo - U/G, — O C X/G pour un certain ouvert O de X/G.

(d) Aucun point de U \ {p} n'est fizé par un élément non trivial de G,.

Démonstration. Donnons nous directement grace a la proposition [2.1.2] un
voisinage ouvert relativement compact W de p tel que pour tout =z € W\ {p},
on ait G, = {e}. Notons désormais (G \ G,) N Gw = {g1, ..., gx} avec Gy =
{9 € G,gWNW # (}. Par séparation de X, comme pour tout i € [1, k], on a
p # g;.p, alors il existe un couple (U;, V;) d’ouverts contenant respectivement
p et g;.p tel que U; N'V; = (. Notons que p € g; 'V;.

Posons V' = mle(gglv; NU;) , qui contient p. Nous avons ¢;V NV = 0,
pour tout ¢ € [1,k]. En posant maintenant U = (.5 (9(V N W)), nous
avons gU = U, pour tout g € GG, donc U est bien invariant sous l'action de
G)p, de plus les propriétés (b) et (d) vérifiées. Pour obtenir (c), notons que
Ty : U — X/G est ouverte et continue. Cette application se factorise donc
en un homéomorphisme 7y : U/G, — 7(U) C X/G telle que my =Ty o ¢
avec ¢ : U — U/G,, lapplication passage au quotient. O

Théoreme 2.2.2. Soit G un groupe agissant holomorphiquement, propre-
ment discontinuement et fidelement sur une surface de Riemann X . Il existe
alors une structure de surface de Riemann sur X /G induite par celle sur X .
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De plus, lapplication canonique ™ : X — X/G est holomorphe, de degré
|G| si G est fini, et Vp € X, mult,(m) =m = |G,

Démonstration. (1) Construction de cartes compatibles sur X/G.
Soit p € X. Donnons nous le voisinage U C X € V(p) et 'homéomorphisme
o« U/G, — O = n(U) C X/G donnés par la proposition [2.2.1]
vérifiant toutes les propriétés voulues. Quitte a restreindre U, on peut
supposer qu’il est le domaine d'une carte ¢ : U — V C C. sur
X. En reprenant notre famille d’applications holomorphes (I'(g) =
@ 0go@ )eq, introduite dans la proposition définissons

h:izeVi [[T(9)(z) eV cC

9€Gyp

h est bien str holomorphe et p est un zéro de multiplicité |G,| de
I’application H = ho ¢ : U — V. Quitte a restreindre encore une fois
U, on peut supposer que chaque point w € H(U) admet exactement
m = |G,| antécédents (distincts si w # 0) par la fonction H. Vw =
H(z) € H{U), on a en fait H '({w}) = Gp.x = {g.x,9 € G,} car H
est invariante sous l'action de G, :

H(g'z) = [] vlgg'2) = [] #(9-2) = H(2).

9€Gp geGyp

Nous avons Vz € U \ {p}, |G,.z| = m par construction de U.
Maintenant, H se factorise en un homéomorphisme H : U/G, — V
tel que H = Hogq avec ¢ : U — U/G, lapplication passage au
quotient. H est en fait automatiquement holomorphe puisque H Dest.
L’application H o7y ' : 7(U) C X/G — V C C désigne ainsi une
carte sur X/G. Nous avons bien entendu X /G recouvert par les ouverts
7(U) et la compatibilité des cartes sur X induisent par construction la
compatibilité des cartes sur X/G.

(2) Structure de surface de Riemann sur X/G.
Montrons que X /G est séparé : Si G.a # G.bdans X/G, alors a ¢ G.b.
Prenons un voisinage ouvert relativement compact O de a biholo-
morphe & D(0,1) via une carte ¢ : O@ — D(0,1) centrée en a (i.e
¢(a) = 0). Posons (pour n € N¥) ol = ¢~ Y(D(0,1/n)) et procédons
de méme pour b. Proposition : pour n grand, W(O%a)) et W(O;b)) sont
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disjoints. Supposons que cela ne soit pas le cas. Il existerait trois suites:
an, b, et g, telles que pour tout n > 1,

a, € O,(f), b, € O,(lb), gn € G et a, = g,.b,.

gn appartient en fait a {g € G, O%a) N gO%b) # (0} qui est fini puisque
I’action est proprement discontinue. Quitte a extraire une sous-suite,
on peut donc supposer g, = ¢g pour un certain ¢ € G. En passant a la
limite, on aurait alors a = ¢.b et donc a € G.b (absurde).

X /G est connexe car X lest et m: X — X/G est continue surjective.
X/G est a base dénombrable puisque X l'est: en notant (O,,), une
base dénombrable d’ouverts de X, (w(0,)), est clairement une base
dénombrable d’ouverts de X/G.

(3) Propriétés de m: X — X/G.

Puisque X /G est bien une surface de Riemann d’apres le point précédent,
montrons que 7 est bien holomorphe en tant qu’applications entre sur-
face de Riemann : en prenant Ho7 ;! une carte en p sur X/G constru-
ite comme précédemment, et ¢ une carte en p comme dans le point (1),
nous avons en fait (H o7y ') omop™! qui est localement égale a h qui
est bien holomorphe. De plus, d’apres les propriétés de h, nous avons
également mult,(m) = m = |G,| et comme 7 (7(U)) = Usea/a, 9U,
alors si G est fini, deg(m) = 3 ;e multy,(T) = |G/Gy||Gy| = |G|

O

Lemme 2.2.3. Soient G un groupe fini agissant holomorphiquement et fidélement
sur une surface de Riemann compact X et : X — Y = X/G Uapplication
quotient. Alors pour tout point de branchement y € Y, il existe un en-
tier r > 2 tel que |7 *({y})| = |G|/r et pour tout x € 7 '({y}), on a
mult, () = r.

Démonstration. En se donnant p € X et U C X le voisinage de p fourni par la

proposition nous avons 7 ({p}) = {g9.p,g € G/G,}, avec mult, ,(7) =
|G,|. Nous prenons alors r = |G,|. O

Corollaire 2.2.4 (Formule des genres). Soient G un groupe fini agissant
holomorphiquement et fidélement sur une surface de Riemann compacte X
etm: X — Y = X/G Uapplication quotient. Supposons qu’il y a k points de
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branchements yi, ..., yx dans 'Y, de multiplicité respective r; auz |G|/r; points
envoyés sur y;. Alors

29(X) ~ 2 ={61(20(x/6) ~2) + 3" D r, )

=l <2g<X/G> —2+) (1 1)) -

=1

Démonstration. En appliquant la formule d’Hurwitz (Théoreme [1.1.20]) a
I'application holomorphe 7 : X — X/G et en notant S = {x € X, mult,(7) >
2} nous avons

2(X) — 2 =deg(m)(2g(X/G) = 2) + Y _ (mult,(m) — 1)

=|G|(29(X/G) = 2) + Y (mult,(7) — 1)
avec 3 cg(multy(m) = 1) = S0, 37 iy (multe(T) — 1) =
Zf:l l%'(n —1). L

Lemme 2.2.5. Nous nous plagons sous les mémes hypothéses que le corol-
laire précédent. Notons R la quantité Zle(l — L). Alors

k =1, r1 quelconque;

(0) R <2 k =2, r1,ry quelconques; ou
a —
k=3,{r;} =1{2,2, r3 quelconque}; ou

k=3,{ri} =1{2,3,3},{2,3,4}, or{2,3,5}.

k=3,{r;} ={2,3,6},{2,4,4}, or{3,3,3}; or

(b)) R=2 < {k:4,{m}={2,2’272}-

(¢) Si R > 2 alors en fait R > 2 + ﬁ avec éqgalité si et seulement si
k=3{ri}=1{23"7}

Démonstration. Le sens réciproque de chacune des équivalences ci dessus est
facilement vérifiable. Vérifions le sens direct. On supposera dans tout ce qui
suit que 1 < ... < 1.
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(a)

2.3

Supposons R < 2. Nécessairement k < 4 car pour tout ¢ € [1, k], on a
12 1 donc R = S 1(1——)>k Si k > 4 alors on aurait R > 2

(absurde)

Il n’y a rien a faire pour £ = 1,2. Supposons donc que k = 3.

Siry > 3, _r%» > —3 donc on aurait R = 3——1—%—% > 2 (absurde).
Ainsi r = 2.

Siry > 4 alors pour i = 2,3, — z—idoncR: —%—%—%2
3—1—1—1>2 (absurde). A1n81 ry € {2,3}.

Sirg =3 et rg > 6 alors R = —%—%——23—%—%—%:2

(absurde). Ainsi, si ro = 3 alors 73 € {3,4,5}.

Supposons R = 2. Puisque r; > 2, alors nécessairement k = 3, 4.

Si k=4 et un des (r;); était supérieur a 3, alors on aurait R > 2 donc
enfait k =4 = {r;} ={2,2,2,2}. Le cas k = 3 se ramene a trouver
les solutions a, b, c € N* telles que % + % + % = 1 et on vérifie que seules
les solutions proposées sont les bonnes.

Supposons R > 2. Puisque r; > 2, alors k > 3.
Sik>b5alors R>k/2>5/2>2+41/42.

Slk—4a10rsr4>3doncR—4——1—%—%—%24————>2+1/42
Supposons maintenant que k = 3.

Sir; > 3, alors nécessairement r3 > 4. et donc R—2 = 1—5—%—% >
1—%—%—%:%——et———>—2<:>r3> (cequlestlecas).
Siry =2etry>5, alors R — 2———%— 2%—§:—>

Siry = 2 et ry = 4 alors necessalrement 7’3 > 5 et donc R -2 =
1—%—i—i21—%—%——21 Slr1—2r2—3a10rsc0mme

R—2>0 alors necessalrement ry > 7 Dans le cas ou r3 = 7 on a

Théoréme d’Hurwitz

Théoréme 2.3.1 (Théoreme de Hurwitz). Soit X une surface de Riemann
compacte de genre g(X) > 2. Alors G = Aut(X) est un groupe fini d’ordre
au plus 84(g(X) — 1).

Démonstration. Nous admettons pour le moment que G est fini. Nous le
démontrerons plus tard. Soit 7 : X — X/G 'application quotient. Notons
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encore R la quantité Zle(l — 1). Par la formule des genres nous avons

2(9(X) = 1) = |G](29(X/G) — 2+ R).

e Si g(X/G) > 1et R =0, alors g(X) — 1 = |G|(9(X/G) — 1). Ceci
implique g(X/G) > 2 (car g(X) > 2) donc g(X) —1 > |G].

e Sig(X/G)>1et R#0,alors R=3Y" (1- %) > 1/2 donc
M= = 2(g(X/G) — 1) + R > 2(g(X/G) — 1) + 1/2 donc 4502 >
g(X/G) — 1+ 1> 1 et ainsi |G| < 4(g(X) —1).

e Sig(X/G)=0alors0 < 2(g(X)—1) = |G|(R—2). Ceci implique R > 2

|
donc d’apres le lemme précédent R—2 > 4 et ainsi |G| < 84(g(X)—1).

]

Remarque 2.3.2. 1) Nous allons également montrer plus tard que la borne
84(g(X) — 1) est optimale, au sens ot elle peut étre atteinte (dans le
cas g(X) = 3 par ezemple). Dans les années 1960, A.M.Macbeath a
montré que cette borne était atteinte une infinité de fois, et également
qu’elle n’était pas atteinte une infinité de fois (voir (Macb]). De plus,
un groupe fini G agissant holomorphiquement et fidelement sur une sur-
face de Riemann compact de genre g > 2 est appelé un groupe
d’Hurwitz s’il atteint la borne d’Hurwitz. On peut montrer que G est
un groupe d’Hurwitz si et seulement s’il est engendré par deux éléments
x ety vérifiant

a? =y’ = (zy)" = 1.

2) Dans le cas ou X est une surface hyperelliptique, on peut montrer
que linvolution o(z,y) = (z,—y) est centrale dans Aut(X) (On rap-
pelle que Uapplication 7p : X — Co est de degré 2 et qu’elle in-
duit un isomorphisme X /(o) = Cy, voir [Fark] pour plus de détails).
Chaque élément de Aut(X)/(o) peut étre ainsi vu comme un élément
de Aut(Cy) qui laisse stable les points de branchements. Puisque
Aut(Cy) agit strictement 3-transitivement sur C (i.e pour tout cou-
ple de triplets (x1, T2, x3), (Y1, Y2, y3) d’éléments distincts de C, il ex-
iste un unique f € Aut(Cy) tel que f(x;) = y;) , un tel groupe est
nécessairement fini. De plus, comme Aut(X) est une extension de
Aut(X) /(o) par (o), Aut(X) est donc nécessairement fini.
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2.4 Finitude de Aut(X) via les groupes fuchsiens

Dans cette partie nous parlons tres brievement des groupes fuchsiens afin de
démontrer entre autre que Aut(X) est fini sous les hypotheses du théoreme
Nous en profiterons également pour démontrer le ”deuxieme” théoreme
d’uniformisation. Nous notons H = {z € C, (z) > 0} le demi-plan supérieur.

Definition 2.4.1. Un groupe fuchsien est un sous-groupe discret de PSL(2, R).

Théoréme 2.4.2. SoitI' un sous-groupe de PSL(2,R) agissant surH. L’action
est proprement discontinue si et seulement si I' est discret (fuchsien).

Démonstration. (1) = (2).

Raisonnons par contraposée et supposons que I' n’est pas discret.

Il existe alors une suite (75,), d’éléments distincts de T' convergent vers id.
Soit p € H quelconque. En prenant un voisinage O de p relativement com-
pact, il existe un entier ng € N tel que pour tout n > ng, 7,,(0)NO # (. On
en déduit donc que I'action n’est pas proprement discontinue.

(2) = (1).
Supposons [' discret.
Soient K, F' deux compacts de H. Définissons 'application (continue)

¢ : SL(2,R) x FZYPSL(2,R) x F-<5H
avec p la projection canonique et ev : (A, z) — A.z lapplication évaluation.
Montrons que E = {(T,z) € PSL(2,R) x F,T.z € K} est compact en mon-
trant que E = (p x id)"'(E) C SL(2,R) x F est compact, ce qui permettra
d’en déduire que {T € I', T(F) N K # (}} est fini par hypothese sur T
Remarquons premitérement que E est fermé, montrons également qu’il est
borné.
Par compacité de K et de F', et par continuité de ¢, il existe deux constantes
Cy > 0et Cy > 0 telles que |p(E)| < Cy et I(p(E)) > C,. Autrement

) b ~ 3 N
dit, pour ((CCL d) ,z) € Fon a |%| < (] et |C\Z‘J(2|2 > (5. La deuxiéme

condition implique que ¢ et d sont bornés, et cela entraine via la premiere
condition que a et b sont bornés. Ceci acheve la preuve. O

Remarque 2.4.3. Nous en déduisons immédiatement que si K < PSL(2,R)
est un groupe fuchsien, alors H/K est munie d’une structure de surface de
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Riemann rendant la projection canonique H — H/K holomorphe.
Nous rappelons également que Aut(H) = PSL(2,R) via [’action de groupe :

<a b> az+b
Z=—.
c d cz+d
Théoréme 2.4.4 (Uniformisation des surfaces connexes version 2). Toute
surface de Riemann connexe X est biholomorphe a une des surfaces suiv-

antes: C,C*, un tore complexe C/A, la sphére de Riemann C., ou H/K
avec K un groupe fuchsien agissant librement sur H.

Démonstration. Soit X une surface de Riemann. Notons p : X — X
un revetement universel. La théorie des revétements assure que le groupe
d’automorphismes de p (qu’on note A(p)) agit proprement discontinuement
et librement sur X et induit un homéomorphisme 7 : X/A(p) — X (on
pourra consulter [Live] si besoin).

Par définition de p et de X, le lemme [4.1.2] et le théoréme assurent que
P est en fait un biholomorphisme entre surfaces de Riemann.

De plus, le premier théoreme d’uniformisation (théoreme assure que
X est isomorphe a C, C* (ou H) ou a C.

e Si X = C., alors comme l'applciation 7 : Coo — Co/A(p) est
holomorphe et non-constante entre surfaces de Riemann compactes,
le corollaire [1.1.21| assure donc que g(Co/A(p)) = 0 et donc X = C.

e Si X = C alors A(p) est un sous-groupe des transformations affines de
C. Comme l'action est sans point fixe, les éléments de A(p) sont des
translations. Comme de plus I’action est proprement discontinue, A(p)
s’identifie donc comme un sous-groupe additifs discret de C. Si le rang
de A(p) est nul alors X = C. Si A(p) est monogene donc de la forme wZ
alors X = X /A(p) est isomorphe & C* via z € C/wZ s e27/v ¢ C*.
Enfin ; si A(p) est de rang 2 alors X est isomorphe a un tore complexe.

e Si X = H, alors le théoréme [2.4.2] assure que A(p) est un groupe fuch-
sien qui de plus agit librement sur H.

]

Remarque 2.4.5. Supposons que X est compacte de genre > 2. D’apres
le théoreme X est homéomorphe a la somme connexe de g tores.
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En utilisant le théoréme de de van Kampen (voir la section ), on peut
montrer que

g9
m(X) = (ar, b, ..., ag, by| [ s, bi] = 1

De plus, la théorie des revétements assure que A(p) = m(X) (par simple
connexité de X ). Le groupe A(p) est donc non abélien.

Lemme 2.4.6. Soit K un groupe fuchsien. Notons m : H — H/K la
projection canonique. Supposons qu’il e:mste fl, f2, deuz automorphzsmes de

H, tels quewofl—WOfQ AlOTSfl f2

Démonstration. Si o fl =T7o fz, alors pour tout z € H, il existe k, € K tel
que f1 z=k, f2 z. Cela induit donc I'application

zeH—k, € K.

Comme K est dénombrable, au moins une fibre de cette application est non-
dénombrable. Autrement dit il existe k& € K tel que I'ensemble {z € H], fi.z=
k. f2 z} est non-dénombrable donc admet un point d’accumulation. Par con-
nexité de H, on a f, = ko f, et on en déduit le résultat. O

Théoréme 2.4.7. Soit X une surface de Riemann isomorphe ¢ H/ K, avec
K un groupe fuchsien K < PSL(2,R), alors Aut(X) = N(K)/K avec
N(K) = {g € PSL(2,R),gKg™ ! = K} désignant le normalisateur de K
dans PSL(2,R).

Démonstration. On suppose donc que X = H/K. Notons 7 : H — H/K la
projection canonique. Soit f € Aut(X). L’application fox : H — H/K
étant un revetement simplement connexe, il existe alors un biholomorphisme
f € Aut(H) tel que for = mo f (voir la fin de la section . Pour tout
k € K, pour tout z € H, on a

rofokofl(s) = foroko i) = forofi(z) = n()

On en déduit alors par le lemme précédent que f € N(K). Cela induit donc
un morphisme de groupes f € Aut(X) — fK € N(K)/K (qui est bien défini
en utilisant encore le lemme précédent).

Si fK = K alors f € K et donc f = id (car for =mo f) Ce morphisme
est donc bien injectif. Pour la surjectivité, soit ¢ € N(K) arbitraire . Par
la propriété universelle du quotient, il existe g : H/K — H/K bijective telle
que gom = mo g. Comme l'application 7 est un biholomorphisme local, ¢
est en fait un automorphisme de H/K. ]
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Lemme 2.4.8. Soit K un groupe fuchsien non abélien. N(K) est également
un groupe fuchsien.

Un résultat de théorie des groupes nous dit que deux éléments distincts de
I'identité dans PSL(2, R) commutent si et seulement si ils ont exactement les
mémes points fixes (sur H). On pourra consulter |[Cejk]| si besoin. Nous nous
appuyons sur ce résultat pour démontrer le lemme ci-dessus.

Démonstration du lemme|2.4.8. .

Raisonnons par I’absurde et supposons qu’il existe une suite (g,,), € N(K)N
convergente vers id. Pour tout h € K, la suite (g,hg; '), est a valeurs dans
K, et converge vers h. Mais comme K est discret, cette suite est stationnaire,
donc pour n grand, g, et h commutent et fixes donc les mémes points sur
H. h étant arbitraire, on en déduit que deux éléments quelconques de K
auraient les mémes points fixes et donc commuteraient ce qui est absurde
par hypothese sur K. Ceci acheve la preuve du lemme. O]

Nous y sommes presque... Avant de démontrer que Aut(X) est fini, intro-
duisons un tout dernier concept.

Definition 2.4.9 (Domaine fondamental). Soit I" un sous-groupe de PSL(2, R).
Un domaine fondamental pour l'action de I' sur H est un sous-ensemble
F C H fermé tel que :

e F=F.
o H=Uper T(F).
e Pour tout T € D\ {id}, FNT(F) = 0.

L’aire hyperbolique d’un sous-ensemble A C H est définie par la quantité

dxdy
p(a) = [ 5
A Y

Supposons que Fj, F, C H sont deux domaines fondamentaux dun sous-
groupe I" de PSL(2,R). Nous avons alors

=3 WFENT(F) =Y wT ' (F)NF) = u(F).

Terl Tell
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De plus, si I' est un groupe fuchsien, nous pouvons montrer que ’ensemble
D,(I')={ze H,d(z,p) <d(T(z),p), pour tout " € I'}

est un domaine fondamental pour l'action de I" sur H, avec p € H et d la

distance hyperbolique sur H définie a I'aide de la métrique hyperbolique
da? + dy?
a2 = A

)

On pourra consulter [Kato] pour une preuve de ce résultat. Les ensembles
D,(I') sont appelées les régions de Dirichlet.

Nous pouvons ainsi associer a tout groupe fuchsien I' la quantité p(F') (qu’on
notera simplement p(I")) avec F° C H un domaine fondamental quelconque
pour 'action de I' sur H.

Dans [Kato|, il est également démontré que H/T" est compact si et seulement
si chaque région de Dirichlet D,(I") est compacte.

Enfin, si A est un sous-groupe de I', nous affirmons que

u(A) = I : Alp(T) (1)

(on pourra voir la démontration de cette relation en annexe : |4.3)).

Démonstration (suite) du théoréme d’Hurwitz[2.5.1] .

Montrons maintenant que Aut(X) est fini. D’apres le théoreme d’unifor-
-misation , ona X = H/K avec K un groupe fuchsien agissant librement
sur H. Maintenant,

- K est non abélien par la remarque [2.4.5].
- N(K) est un groupe fuchsien d’apres le lemme :

- Le théoreme assure que Aut(X) = N(K)/K.

De plus, par compacité de X, u(K) < oo et donc de méme pu(N(K)) < oo
par la relation [1] .

Finalement, [Aut(X)| = |N(K) : K| = u(l;\(fffg)) < 00. O

Remarque 2.4.10. Notons que u(N(K)) > 0. En effet, en notant F' un
domaine fondamental de N(K), si nous avions u(F) = 0, alors F serait

d’intérieur vide et donc F serait vide (car F = F).
Légalité H = Uren i) T(F) ne serait alors pas vérifiée.
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3 Exemples d’actions de groupes finis et compléments

Dans cette section nous allons étudier quelques exemples d’actions de groupes
finis sur des surfaces compactes de genre g différents (0 a 3).

Pour les cas ¢ = 0 et g = 1, nous examinerons les différentes situations
possibles du lemme (le petit (a) et le petit (b) du lemme). Nous en
profiterons également pour calculer explicitement certains points de ramifi-
cations en guise d’exemple.

Le cas g = 2 sera consacré (simplement et sans calculs) a ’énumération des
différents groupes possibles agissant sur une surface hyperelliptique.

Et enfin, le cas g = 3 qui comme annoncé dans I'introduction, sera consacré
a I’étude de la quartique de Klein.

3.1 Actions sur la sphére de Riemann (g=0)

Commencons tout doucement par s’occuper des actions sur la sphere de Rie-
mann C,.
Pour G un groupe fini agissant holomorphiquement et de maniere effective
sur Cy,, puisque C,, est de genre 0, alors il en va de méme pour C../G
(d’apres le corollaire donc d’apres la formule des genres (corollaire
2.2.4) nous obtenons

—2=|G|(R-2),

. k i . . . .
ot R =37 (1—=)avecry,..., 1y les différents indices de ramification des

points de branchements ¥, ...,yx € C,/G. Nous avons R < 2 donc on se
retrouve dans le cas (a) du lemme (et donc nécessairement k < 3).
Pour rappel, ’ensemble des automorphismes de C, est ’ensemble

az+b
Cw
{z¢€ ch#—d

€ Coo, ad — be # 0},

ce qui induit le morphisme surjectif

) € Aut(Cy).

(i 2) € GLy(C) = (22—

cz+d

En remarquant que le noyau de ce morphisme est exactement le sous-groupe
des homothéties, nous avons donc par passage au quotient un isomorphisme
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PGLy(C) = Aut(Cy). Le groupe PGLy(C) agit ainsi (par homographie)
holomorphiquement et de maniere effective sur C, :

<a b) Z_az—l—b
c d)7  cz+d

Rappelons également le théoreme de Dickson : tout sous-groupe fini de
PGL;y(C) est isomorphe a I'un des cing groupes suivants : Z/nZ, Dy, Ay, Sy
ou 5. Nous nous intéresserons aux quatre derniers.

1) Action de D, sur C.
Ds, a pour présentation (o, Bla” = % =1, Baf™ = a™}).
On peut alors vérifier sans difficulté que Do, = (e2™/72,1/2) (e¥™/72 et
1/z sont deux éléments de Aut(Cy)).
Pour trouver des points de branchements de ’application quotient, il
suffit de trouver des points z € C, tels que leur sous-groupe stabil-
isateur (G, est non trivial. Cherchons par exemple des points fixes de
a=e"y B=1/zet af.

o 0.z =z <= exp(2mi/r)z =z <= z € {0,00} (Notons que co
appartient a la méme orbite que celle de 0).
On vérifie ensuite que Gy =< a >, qui est de cardinal 7.
Ainsi, le point D,,..0 € C, /Dy, est un point de branchement avec
indice de ramification égal a r.

e fz=2 < 1=z < 2z e {-1,1} (Notons que —1
appartient a la méme orbite que celle de 1 pour r pair).
On vérifie ensuite que G; =< >, qui est de cardinal 2.
Ainsi, le point Dy,..1 € C, /Do, est un point de branchement avec
indice de ramification égal a 2.

o (af).z =z <= exp(2mi/r) = 2* < 2 € {exp(mi/r), —exp(mi/r)}

(Notons que ces deux points appartiennent a la méme orbite si r est
pair). Comme précédemment, on vérifie que Gexp(ri/r) =< aff >
de cardinal 2 (car l'orbite de exp(mi/r) est 'ensemble exp(mi/r)U,
de cardinal ).

Ainsi, le point Dy, exp(mi/r) € Cs/Ds, est un point de branche-
ment avec indice de ramification égal a 2.
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On vient de montrer que les points Ds,..0, Do,..1 et Dy,.. exp(mi/r) sont
trois points de branchements de 'application quotient avec indice de
ramification 2,2,r. Par le lemme|2.2.5, on en déduit que ce sont les seuls
points de branchements de I'application quotient.

Action de 2, S, et A5 sur Cg.
On va tacher d’aller un peu plus vite que dans ’exemple précédent. On
rappelle la présentation des groupes 2y, &4 et Us:

m4:(a,ﬁ|a3252:(0zﬂ)3 1>7

&y = (a,bla’ = 5% = (ap)’ = 1),
As = (a,b|a” = 7 = (aB)’ = 1).

On choisit alors deux automorphismes de C,, pour chaque groupe qui
vérifient les conditions pour y étre isomorphe : pour I’élément v d’ordre
3, 4 ou 5 il suffit de prendre o = e*™/*z, avec k € {3,4,5}. Pour trouver
I’élément S d’ordre 2 on s’apercoit déja que cet élément est de la forme
2x4b (car sa représentation matricielle dans PGL(2, C) doit étre de trace

nulle) et la condition («3)? = 1 donne des conditions sur a,b et ¢. On
obtient alors les générateurs suivants (non uniques) :

( 2im /3 V22

1
1

2y = (e Z,—),
! \/§z+1>
z+1
G, =
1= {iz, ——),
zZ4+ A

9[5 ~ <627j7r/52

v 1>, A= \/1 — 2cos(27/5).

Le point 0 est un point fixe pour ez (k € {3,4,5}) , son sous-
groupe stabilisateur est d’ordre k. Pour conclure, il suffit maintenant
(encore une fois d’apres le lemme de trouver un point z € C
ayant comme sous-groupe stabilisateur Z/3Z ce qui est le cas car af
est d’ordre 3 qu'importe le groupe choisi (trouver un point fixe de af
se traite en résolvant une équation de degré 2 dans C).

Phénonomene surprenant (ou pas ?), on peut calculer explicitement
les orbites de certains points de ramifications, les ramener dans S? via
I’application réciproque de la projection stéréographique et obtenir de
jolis solides réguliers comme sur la figure suivante :
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Les trois solides ci-dessus (le tétraedre, 'octaedre et icosaedre ) corre-
spondent a l’orbite de oo sous 'action de 2y, S4 et A5 (respectivement).
A noter que 0 appartient a I'orbite de oo dans les deux derniers cas, si
nous avions pris l'orbite de 0 pour le premier, nous aurions obtenu le
méme tétraedre mais a l'envers.

3.2 Actions sur un tore complexe (g=1)

Soit C/A un tore complexe avec A = wiZ @ woZ un réseau de C. Avant
de s’attaquer aux actions de groupes sur C/A, essayons déja de classifier les
automorphismes de ce dernier.

Proposition 3.2.1. Soient deux tores C/Ay et C/Ay. Les fonctions holomor-
phes (non-constantes) f : C/Ay — C/Ay sont exactements les applications
fap i [z € C/Ay — [az + ]y € C/Ay avec a,b € C et al; C As.

Démonstration. Notons m; : C — C/A; la projection canonique (qui est
aussi l'unique révétement universel de C/A; a isomorphisme pres). Soit
f : C/Ay — C/A5 holomorphe. L’application fom : C — C/Ay est un
revétement universel de C/A,. 1l existe alors un isomorphisme de revétement
f:C — Ctel que fom = mo f. Nous en déduisons alors que f est un
biholomorphisme (voir la fin de la section donc de la forme f(z) = az+b
et ainsi f = f, . De plus, pour tout w € Ay,

flz+w)h) = f([zh) = Jaz+b+ aw]s = [az + b]s = aw € As.
Réciproquement, comme 7; est un biholomorphisme local, on en déduit di-
rectement que f,; est holomorphe. O

Corollaire 3.2.2. f,; est un isomorphisme si et seulement si al\; = As.

Démonstration. (=) Si f, est un isomorphisme, alors en notant f., son
inverse, comme [, 5(fea([2]2)) = [2]2, alors z(ac —1) 4+ b+ ad € Ay, pour tout
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z € C. Comme A, est discret, par un argument de connexité, ’application

z € Cr z(ac— 1) + b+ ad + constante € C

1 et donc par hypothese sur

est constante sur C ce qui implique que ¢ = a~
les inclusions nous avons aA; = A,.
( <= ) Réciproquement si aA; = A, alors a='Ay C A; donc Papplication

fa-1,—a—1p est holomorphe et est 'inverse de f,. O

Remarque 3.2.3. Nous pouvons de plus montrer dans le cas d’un automor-
phisme de C/A que |a| = 1. En effet, comme C/A est discret, en considérant
w e A\ {0} de module minimal, nous avons alors |w| < |aw| et |w| < |a™ w|
ce qui implique que |a| = 1.

Notons T' C Aut(C/A) le sous-groupe (infini) engendré par les translations
([2] = [z +b]) avec b € C. Notons également Auto(C/A) le sous-groupe
engendré par les automorphismes fixant 0 ([z] — [az]). Le sous-groupe T
est distingué dans Aut(C/A) et par le lemme précédent, Auto(C/A) est un
complément de 7" dans Aut(C/A). La théorie des groupes assure donc que

Aut(C/A) =T x Auto(C/A).
De plus, nous avons le résultat suivant :
Lemme 3.2.4. Auto(C/A) est un groupe cyclique d’ordre 2,4 ou 6.

Démonstration. Soit f : [z] + [az] un élément de Auto(C/A). Prenons
w € A\ {0} de module minimal. Par la remarque on a dans un
premier temps |a| = 1. Excluons déja le cas a = +1 qui est trivial. Puisque
a # +1 et aA = A, alors {(w, aw) = A et a’w € A. 1l existe alors deux entiers
m et n tels que a’w = maw + nw et donc a? = ma + n. Les coefficients m
et n du polynéme 22 — mz — n correspondant respectivement a la somme et
aux produits des racines du polynéme (qui sont de module 1), nous avons
|m| <2 et |n| = 1. a appartient donc soit a Uy ou a Us. O

Remarque 3.2.5. Auto(C/A) est en fait isomorphe a
o 2/AZ si N =7 @ iZ.
o 7.)6Z si A = 7. e*™/57.
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e 7./27 sinon.

Nous voyons donc qu’en prenant A = (1,e*7/%) hezagonal, C/A n’est pas
isomorphe a C/Z[i]. De maniere générale, en notant A = (wy,ws) tel que
S(wy/we) > 0, la courbe C/A est isomorphe a C/N si et seulement si

T = (a7’ +b)/(ct’ + d) avec (1,7') = (w1 /wa, w]/wh) et (CCL Z) € SL(2,Z)

(voir le livre de R.Miranda [Mira] si besoin).

Revenons en aux actions de groupes.

Soit GG un groupe fini agissant holomorphiquement et de maniere effective sur
un tore complexe C/A (de genre 1). Notons encore R = S (1 — —) Par
la remarque [1.1.22] s’il existe des sous-groupes stabilisateurs de G non triv-
iaux, alors l'application canonique C/A — (C/A)/G est ramifiée et donc
nécessairement g((C/A)/G) = 0. Par la formule des genres, on en déduit
également que R = 2.

1) cas k= 3,{r;} ={2,3,6}.
On considere Paction de Z/6Z sur C/A avec A = Z + e*™/57:

G = (o) avec 0.2 = e*™/%% d'ordre 6.

Le point 0 € C/A est I'unique point fixe de o

Le point w = ‘([1 (1 + e¥7/%) est un point fixe de 0. Tous les autres
points fixes non nuls de 0% appartiennent en fait & la méme orbite que
w.

Les points 0,1, 2e*™/6 et 1 4 1%™/6 sont les points fixes de o3, les
trois derniers appartenant a la meéme orbite qui est encore différente
des deux dernieres.

Les points G.0,G.w et G.1 € (C/A)/G sont donc les points de branche-
ment de 'application quotient avec des indices de ramification respectifs
de 6,3 et 2.

2) cas k=3,{r;} ={2,4,4}.
On considere l'action de Z/4Z sur C/Z][i]

G = (o) avec 0.2 = iz d'ordre 4.
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Les points 0 et 1(1+ ) sont les deux points fixes de o et appartienent
a des orbites distinctes.

Les points 0,1/2,1/2i et (1 + i) sont les quatre points fixes de o?
(1/2 et 1/2i appartiennent a la méme orbite qui est distincte des deux
précédentes).

Les points G.0, G.(3(1 +4)), G.2 € (C/Z[i])/G sont donc les points de
branchement de I'application quotient avec des indices de ramification
respectifs de 4,4 et 2.

3) cas k =4,{r;} ={2,2,2,2}.
On considere laction de Z/27Z sur C/Z][i]

1
G = (o) avec 0.2 = —z + 3 d'ordre 2.

Les points }l, i+ %i, % et %—i— %z sont les points fixes de o et apartiennent
tous a des orbites distinctes.

Les points G.5,G.2,G.(3 + 31) et G.(3 + 3i) sont donc les points de
branchement de I'application quotient avec des indices de ramification

respectifs de 2,2, 2 et 2.

4) cas k=3,{r;} ={3,3,3}.
Définissons une action de Z/3Z sur C/A avec A = Z + ¢*™/97. Notons
que par définition de A, nous avons en fait Aut®(C/A) = (o) = Z/6Z
avec o(z) = e*/%z. Prenons alors par exemple (1/2,02) € T x
Aut’(C/A) d’ordre 3 et qui agit sur C/A : (1/2,0%).2 = 1/2+02(2) et
G = ((1/2,0%)). En procédant de maniére analogue aux cas précédents
en trouvant des points fixes, on trouve trois points de branchements

dans ((C/A)/G) tels que {r;} = {3, 3, 3}.

3.3 Actions sur les surfaces compactes de genre 2

Cette sous-section va étre moins calculatoire et plus énumérative que les
autres, en raison du fait que certains résultats nécessiteront quelques prérequis
comme les diviseurs, le théoreme de Riemann-Roch et parfois quelques outils
de théorie de Galois, dont nous ne parlerons pas ici. Nous donnerons bien
évidemment des références des lors que nous ne pourrons pas démontrer des
résultats via les notions introduites dans la partie 1.
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Nous avons déja le résultat suivant :

Théoreme 3.3.1. Toute surface de Riemann compacte de genre 2 est hy-
perelliptique.

On pourra consulter |[Scha] ou [Bobe| pour une preuve de ce théoreme.

Soit X une surface de Riemann compacte de genre 2. D’apres le théoreme
d’Hurwitz, |Aut(X)| ne peut pas excéder 84. En fait, dans ce cas précis, c¢’est
une inégalité stricte. En effet, raisonnons par ’absurde et supposons qu’il
existe un groupe d’'Hurwitz (voir remarque d’ordre 84. C’est le plus pe-
tit ordre possible pour étre un groupe d’Hurwitz, G est donc nécessairement
simple car s’il existait un sous-groupe distingué non trivial H < G, alors
G/H serait également un groupe d’'Hurwitz, plus précisément : si on note
x et y les générateurs de G alors en considérant 7 : G — G/H la projec-
tion canonique, G/H serait engendré par w(x) et m(y) qui vérifieraient les
relations

()’ =n(y)’ =m(ry)’ =1

G/ H serait alors un groupe d’Hurwitz d’ordre strictement inférieur a 84 (ab-
surde).

Le groupe G serait donc bien simple. Or, le théoreme de Sylow assure qu’un
groupe d’ordre 84 ne peut pas étre simple (voir remarque . On conclut
alors que |Aut(X)| < 84.

Par ailleurs, a la fin du 19 eme siecle, O.Bolza a montré explicitement que
|Aut(X)| < 48, et a méme démontré que si [Aut(X)| > 2, alors X est con-
forme a la compactification d’une des six courbes hyperelliptiques suivantes:

X Aut(X) |Aut(X)]
1) y*=25-1 Zo X (g X Ly x Z3) 24
(2) y2 = IS —1 ZlO 10
(3) y*=uw(z*-1) GLo(Zs) 48
(4) y*=(2® —1)(2% —r?) D 12
(5) y* =z(2? — 1)(z* —r?) D, 8
(6) v*=(2* = 1)@ —r7)(a® = r3) Dy 4



On pourra se réferer au document original de O.Bolza |[Bolz|, au texte de
T.Kuusalo et M. Néadtéanen |[Kuus] ou bien a l'article de S. Allen Broughton
[Brou| pour une liste complete de tous les groupes finis agissant fidelement
sur ces dernieres.

Dans le prochain paragraphe, on notera abusivement un automorphisme
d’'une courbe de la forme y?> = P(z) (donc de la partie affine) comme un
automorphisme du compactifié (quitte a le prolonger).

Notons o(z,y) = (x, —y) Uinvolution qui échange les feuillets pour chaque
courbe hyperelliptique.

Pour chaque courbe, on a des automorphismes canoniques qui peuvent dans
certains cas engendrer Aut(X), comme par exemple pour la courbe (2), ou
le groupe d’automorphismes est monogene : engendré par

(ZE, y) = (62”/527 —U))

ou bien pour la courbe (5), ou le groupe d’automorphismes est engendré par
o et par

(l’,y) = (—.73, y)
Pour le reste, on peut soit voir ce qui se passe au voisinage de l'infini, soit
changer de point de vue en étudiant le groupe Aut(X)/(o) qui s’identifie
comme un sous-groupe des homographies de C, laissant stable les points de
branchements de la projection (x,y) +— x (voir remarque [2.3.2)).

Remarque 3.3.2. Soit G un groupe d’ordre 84 = 22-3-7 . En notant n(G)
le nombre de 7-Sylow de G, alors par Sylow on a nz(G)|% =12 et nz(G) = 1
mod 7 donc ny(G) = 1. Le groupe G posséde un unique 7-Sylow qui est donc
distingué. Le groupe G n’est donc pas simple. On peut raisonner de la méme
maniere pour un groupe d’ordre 42 ou 126.

3.4 Actions sur la quartique de Klein (g=3)

Soit K une surface de Riemann compacte de genre 3. Par Hurwitz, nous
savons qu’'un groupe fini agissant homorphiquement et de maniere effective
sur K a son cardinal borné par 84(3 — 1) = 168. Nous allons voir ici que
cette borne peut étre atteinte.
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Considérons la courbe projective
K={X:Y:ZeCP" X +2Y*+XZ%=0).

Cette courbe est appelée la quartique de Klein. Montrons que K est bien
une surface de Riemann compacte. La compacité de K est immédiate. Pour
que cette courbe soit une courbe lisse sur P2, il faut et il suffit que I'image
de cette courbe par chaque carte soit une courbe lisse dans C2.
Sur Vouvert U, = {[z : z : y] € CP?* z # 0} :
Sur cette ouvert, I’équation se transforme sur C? en I’équation z3+zy*+y = 0.
Posons f(z,y) = 2% + 2y® + y. En dérivant successivement en z et en y on
obtient

0.f(2,y) =32 + 9’ et 9,f(2,y) = 320* + 1.

S’il existe un point (z,y) annulant les deux dérivées partielles, alors 3zy?+1 =

0 = z= % En remplacant z dans 1’équation initiale nous obtenons
ﬁ—%ij:Odoncgﬂ:%. Or,322+¢y*=0 = 22:—% donc en
combinant avec I'équation 3zy®> + 1 = 0 nous obtenons y” = =t (absurde).

Ainsi, 2% + zy® + y = 0 est bien une courbe lisse sur C?. Les deux autres cas
sur les ouverts U, et U, sont similaires puisque I'on tombe exactement sur la
méme équation et donc I’équation X3Y + ZY?3 + X Z3 = 0 décrit bien une
courbe algébrique lisse sur CPP2. Notons que f est irréductible ce qui assure
que K est bien connexe.

Maintenant que nous sommes sous les bonnes hypotheses, montrons que G =
Aut(X) =168 = 23 -3 -7 (pour rappel Aut(X) est fini car g(X) =3 > 2.)
Extrayons déja trois automorphismes d’ordre respectivement 2,3 et 7 (celui
d’ordre 2 est tout sauf trivial) :

i w—wG U)Q—UJ5 U)4—U}3
T = —F= wz—w5 U)4—UJ5 w—wb 5

\/7 4 3 6 2 5

w —w w—w w” —w

pley:2]) =[z: 29,
Y[z :y:z]) = [whe : wly : we]

avec w = €7/, Nous avons les relations = 'yu = 72 et 77 ur = p?. Ces
relations vont étre utiles pour le prochain théoreme. Les sous-groupes (u, )

et (u, ) sont respectivement isomorphes & S3 et Z/77Z x Z/3Z.
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Figure : La quartique de Klein
Théoreme 3.4.1. Le groupe G est un groupe simple a 168 éléments.

Démonstration. La preuve va reposer presque entierement sur la théorie de
Sylow. Soit H < G un sous-groupe distingué.

e Supposons dans un premier temps que 7 divise |H|. Comme H est

non-trivial, alors |H| € {7,21,42,82,14,28,56}. Notons n;(G) le nom-
bre de 7-Sylow de . Le sous-groupe engendré par 79° est un autre
7-Sylow de G donc ny(G) > 1. Puisque H est distingué, H contient
tous les 7-Sylow de G.
Comme n7(G) > 1,n7(G) = 1[7] et n7(G) divise @ alors nécessairement
|H| = 56 et donc également G/H = Z/3Z . De plus, comme 7 'yt =
Tur = p? alors (ur)? = p* € H. Et puisque G/H = 7Z/3Z, alors
ut € H et donc u € H car (13 =7 € H), ce qui est absurde car 3 ne
divise pas 56.

e Supposons ensuite que 3 divise |H|. Le sous-groupe H étant distingué,
H contient tous les 3-Sylows, en particulier donc p et v~ 'uy apparti-
ennent & H. De plus, comme p typu = % alors u = v luyy € H et
donc v € H ce qui absurde d’apres le point précédent.

e Supposons enfin que 2 divise |H|. D’apres les deux points précédents,
nous avons alors |G/H| = 2.3 -7 avec k =0, 1,2 ce qui implique que
n7(G/H) = 1 en raisonnant de maniere analogue au premier point en
utilisant le théoreme de Sylow. Prenons maintenant le 7-Sylow
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P =<~ >. En notant 7 : G — G/H la projection canonique,
7w(P) est un 7-sylow de G/H donc comme n;(G/H) = 1 alors 7(P)
est distingué dans G/H ce qui implique que 7~ (7(P)) est un 7-sylow
distingué dans G ce qui est absurde car n;(G) > 1.

H est donc nécessairement trivial. Ainsi, G est un groupe simple. De plus,
puisque 2,3 et 7 divise |G| et que |G| < 168 par Hurwitz, alors nécessairement
|G| € {42,84,126,168}. Enfin, en raisonnant de maniere analogue en util-
isant Sylow (par la remarque , on en déduit que |G| = 168. [

Remarque 3.4.2. Dans la preuve, nous avons utilisé uniquement les éléments

T, v ety. Ainsi, on montre de méme que (T, j1,7y) est un groupe simple d’ordre
168 et engendre donc G.
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4 Annexe

4.1 Revétements et surfaces de Riemann

Soit V' une variété réelle connexe. La variété V vérifie toutes les hypotheses
du théoreme de classification des revétements connexes (connexe par arcs,
localement connexe par arcs et localement simplement connexe) qui assure
qu’il y a correspondance biunivoque entre les deux ensembles suivants :

classes d’isomorphismes classes de conjugaisons
de revétements connexes » <— de sous-groupes
F:U—YV H c m(V,q)

Remarque 4.1.1. Pour rappel, le théoreme indique que la correspondance se
fait sur les revétements CALCA (conneze par arcs et localement conneze par
arcs). Mais par définition de V', nous pouvons montrer que U est CALCA.
En effet, en prenant une base dénombrable (B,), quelconque de V', nous
pouvons supposer sans perte de généralité que chaque B, est connexe par
arcs et que F~'(By) = |l,c; B, avec B}, homéomorphe a B, via F. La
famille {Bi,n € N,i € I,} est une base dénombrable d’ouverts connere
par arcs de U. De maniere analoque a montrer qu’une variété connexe est
conneze par arcs, on en déduit que U est connexe par arcs. Finalement, on
vient de montrer que U est naturellement munie d’une structure de variété
topologique connexe.

Dans le cas ou V est une surface de Riemann, nous avons le lemme suivant :

Lemme 4.1.2. Soient V wune surface de Riemann et ' : U — V un
revétement conneze. Il existe une unique structure de surface de Riemann
sur U rendant F holomorphe.

Démonstration. On équipe U d’une structure de surface de Riemann rendant
F holomorphe en prenant les cartes suivantes : ¢ o Flp : O — C avec ¢
une carte sur V et O C U un ouvert tel que Fjp : O — F(O) C V est
un homéomorphisme. La compatibilité des cartes sur U est induite par celle
sur V. On vérifie sans mal que U est, séparé puisque F' est un revétement,
connexe et & base dénombrable par la remarque [{.1.1] De plus, si (U;, U;) est
un atlas sur U rendant F holomorphe, alors ¢ o Fy;, o ¥; " est holomorphe ce
qui assure 'uncité de la structure complexe définie plus haut . n
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On en déduit d’apres le lemme précédent que si F; : U; — V (i = 1,2) sont
deux revétements connexes (avec V une surface de Riemann) appartenant a la
meéme classe d’isomorphismes de revétements, alors ils sont analytiquement
isomorphes puisque F; va étre un biholomorphisme local via la structure
complexe définit plus haut.

4.2 Homologie et groupe fondamental du tore a g trous
T, (Rappels)

Pour X un CW-complexe, notons C¢" (X; R) le complexe cellulaire et C¥™9(X; R)
le complexe singulier, avec R un anneau commutatif quelconque. Nous allons
calculer les groupes d’homologie et le groupe fondamental du tore a g trous

T,. Rappel :

o CEW(X:R) = H:™9(X" X" ') (homologie de X ™ relativement & X ™~1)).

e En notant 9, : C59(X; R) — C5"(X; R) I'application de bord pour

I’homologie singuliere, ’application de bord pour I’homologie cellulaire

est définie comme suit :
o H"9(X ), X 00) 20 0 (00 Rt g (X070, (02
avec j, : X — (XM, X(=1) Pinclusion canonique.

e Vn e N, HW(X; R) = H:M(X; R).

e CYW(X;R) est un R-module libre de base (e)ac, la famille des n-
cellules ouvertes de dimension n de X.

(1) Homologie cellulaire de Tj,.
On peut représenter T, a I'aide d’'un 4g-gone comme sur 'image suiv-
ante, construit par I'attachement successif de tores, chacun représenté
par un carré.
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Figure : tore a g trous T},

T, est donc naturellement muni d’une structure de CW-complexe : une
0-cellule €° correspondant & tous les sommets du polygone, 2g 1-cellules
correspondants aux arétes ay, by, ..., a,, b, et une seule 2-cellule e? cor-
respondant a l'intérieur du polygone. Par la derniere propriété citée en
rappel, nous avons ainsi CgW(Tg; R) =0 pour n >3 et

29
C"(T,;R) =R, CYV(T;R) = EP R, C5"(T,;R) = R.

i=1
Puisque T, est connexe par arcs, alors R = H3"™(T,; R) = H§W (T,; R) =
C§Y(T,; R)/im(dy) = R/im(d;) donc nécessairement d; = 0 (et donc
ker(d,) = CFW(T,; R)). Calculons désormais dy. Comme CSW (T,; R)
est engendré par la 2-cellule €2, il suffit de calculer I'image de e? pour
connaitre dy. Or, en triangulant correctement e? afin de 1’écrire comme
union de 2-simplexes, on a alors en tenant compte des orientations des
arétes dy(e®) = 0 donc dy = 0. On en déduit alors que

@Y Rsin=1.
HW(T,;R) =4 Rsin=0,2.
0 sinon
(2) Groupe fondamental de 7.

Nous calculons ici le groupe fondamental de T, dans le cas g = 2.
La démonstration dans le cas général est analogue. Commencons par
rappeler le théoreme de van Kampen :

Théoréme 4.2.1 (Théoreme de van Kampen). Soit X = UUV un
espace topologique décrit comme union de deuxr ouverts connexes par
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arcs U et V tels que UNV soit également connexe par arcs. Alors pour
tout z € UNYV,

(i) Le morphisme naturel (U, z) x m(V, z) = m (X, 2) est
surjectif.

(ii) Le noyau du morphisme ci-dessus est le sous-groupe distingué N
engendré par les éléments i1 (w)xis(w) ™' du produit libre, avec w €
m(UNV, z) etiy, iy les inclusions canonique respectives de w1 (U, z)
et m(V, z) vers m (X, z). Nous avons ainsi un isomorphisme

m(U, z) xm (V) 2)

7T1(X, Z) N .

I

Prenons désormais U et V' comme sur le dessin suivant :

Soit w € m (U NV, z2).

L’ouvert U se rétracte sur le bord du polygone donc U est homotopique-
ment équivalent a un bouquet de 4 cercles. Le lacet w est donc homo-
tope dans U & a;biay *by tagboay tbyt.

L’ouvert V' est contracile donc le lacet w est trivial dans V.
Et enfin I'intersection U NV est homotopiquement équivalent a S* donc
m(UNV,z) =Z. On en déduit alors que

1 (TQ, Z) = <a1, bl, a9, b2|a1b1a1_1b1_1a2b2a2_1b2_1 = 1>

En généralisant pour g > 2 quelconque, nous avons ainsi

g
7T1(Tg) = <a1,b1, ...,ag,bg\ H[al,bz] = 1)
i=1
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4.3 Démonstration de la relation pu(A) = |I': Ajp(T)

Montrons déja que la mesure p, calculant l'aire hyperbolique d’un sous-
ensemble A C H, est invariante sous 'action PSL(2, R).

Soient donc A C H (qu’on suppose mesurable) et T = <Z Z

= u(zx,y) + t(x,y), on a grace aux

) € PSL(2,R).

az+b

En écrivant z = z + iy et T(z) = azts

équations de Cauchy-Riemann :

2 1

Aet(dT (2, )) = Oute- Oyo = Dy By = (Do) + (Do)’ = 1

De plus, comme v = alors

Y
lcz+d|??

dudv cz +d[*
uray = [ [ L e pydedy = u(a),
T(A) U A Y
La mesure p est donc bien invariante sous l'action de PSL(2, R).

Donnons nous un domaine fondamental 1 de I'. En notant une décomposition
{AT;,;i € I C N} de classes a droite, avec T; € I', on va montrer que
I’ensemble
Fy = JTu(Fr)
ieN
est un domaine fondamental pour le sous-groupe A, ce qui permettra de
conclure car nous aurons alors

p(A) = ST A(T(E) = D plF) = [0 Alu(D)

e On vérifie sans mal que F = Fj.

e Nous avons H = (Jg., S(Fa).
En effet, pour tout z € H, il existe y € Fr et T € T tels que z = T'(y).
Il existe également un entier ¢ tel que T" € AT; donc il existe S € A tel
que z = S(w) avec w = T;(y) € Fi.

e Nous avons Fi N S(Fy) = 0, pour tout S # id.
En effet, s’il existait un élément z = S(y) appartenant a Fy N S(Fy)
avec S € A\ {id}, il existerait deux entiers ¢ et j tels que (z,y) €
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T;(Fr) x T;(Fr). Puisque Fr NT(Fy) = 0, pour tout T # id, alors
nécessairement 7; = ST; et puisque 7; et T; appartiennent a la méme
classe & droite, alors ¢ = j (absurde par la relation Fr N T (Fr) = 0).

47



References

[Mira] R.Miranda, Algebraic Curves and Riemann Surfaces, American
Mathematical Society, 1995.

[Dolg] 1. Dolgachev, Topics in Classical Algebraic Geometry, Part I, 2014.
[Faul] Eivind Fauli, Thesis on Knot Theory, 2021.

[Berg] N.Begeron, A.Guilloux, Introduction aux surfaces de Riemann.
[Nima] N.Anvari, Automorphisms of Riemann surfaces, August 2009.
[Cejk] N.Cejka, Jorgensen Lemma, 2016.

[Favr] Charles Favre, Surfaces de Riemann et théorie des revétements.
[Live] M.Livernet, Topologie algébrique, cours ENS Paris.

[Rydh] J.Rydholm, Classification of Compact Orientable Surfaces using
Morse Theory, August 2016.

[Fark] H.M. Farkas, I. Kra, Riemann Surfaces (second edition).

[Thom| Carsten Thomassen, The Jordan-Schonflies Theorem and the
Classification of Surfaces, 1992.

[Fisc] G.Fischer, Plane Algebraic Curves, American Mathematical Society,
1994.

[Kato] S.Katok, Fuchsian Groups ,1992.
[Unif] Henri Paul de Saint-Gervais, Uniformisation des surfaces de Riemann.
[Tele] C. Teleman, Riemann Surfaces, 2003.

[Scha] Paul Schmutz Schaller, Geometric characterization of hyperelliptic
Riemann surfaces.

[Bobe] Alexander I. Bobenko, Introduction to Compact Riemann Surfaces.

[Macb] A.M.Macbeath, On a theorem of Hurwitz1960.

48



[Bolz] O.Bolza, On Binary Sextics with Linear Transformations into Them-
selves.

[Kuus] T.Kuusalo, M. Naatanen, Geometric uniformization in genus 2, 1995.

[Brou] S. Allen Broughton, Classifying finite group actions on surfaces of
low genus,1990.

49



	Introduction
	Généralités sur les surfaces de Riemann
	Revêtements ramifiés
	Surface de Riemann compacte épointée
	Courbes algébriques et compactification

	Actions de groupe sur les surfaces de Riemann
	Cyclicité et finitude des sous-groupes stabilisateurs
	Structure de surface de Riemann quotient sur X/G
	Théorème d'Hurwitz
	Finitude de Aut(X) via les groupes fuchsiens

	Exemples d'actions de groupes finis et compléments
	Actions sur la sphère de Riemann (g=0)
	Actions sur un tore complexe (g=1)
	Actions sur les surfaces compactes de genre 2
	Actions sur la quartique de Klein (g=3)

	Annexe
	Revêtements et surfaces de Riemann
	Homologie et groupe fondamental du tore à g trous Tg (Rappels)
	Démonstration de la relation ()=|:|()

	References

